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Exercice 1

Partie A. Application de la transformation de Laplace
L L(f'(t)) =pF(p) - f(0F) = pF(p) — 1

L(f"(t)) = P*F(p) — pf(0") — f/(0*) =p*F(p) —p
L((f"+2f" +2f)(¢)) = @ +2p + 2)F(p) —p — 2

2. LeU®})) = p—i—l

3. La transformée de Laplace de ’équation différentielle

2 1
(P +2p+2)F(p) —p—2= 77

_ 2 1
F(p) = piiipms + GroetTor D
Partie B. Résolution de I’équation (E) et recherche de f.

1. Déterminons les réels a, b, ¢ tels que :

1 _a bp+c
p+1)@P*+2p+2) p+1 pP*+2p+2

1 _a(P?+2p+ 2+ (bp+o)(p+1)
(p+1)(p*+2p+2) (p+1)(p? +2p+2)

En développant et en identifiant les numérateurs nous obtenons le systéme :
a+ b =0
2a+ b+c =0
2a +c =1

En retranchant les deux derniéres équations nous obtenons : b = —1 on peut déduire de la premiére
équation a = 1 et de la derniére ¢ = —1

1 =L _pl
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F(p) =51 + Gromn
F(t) = (et + sint e HU(t)
Partie C. Etude de la fonction f.
1. g)=et ¢{t)=—€e" ¢(t) <0 lafonction g est stictement décroissante.

T
g (@) -

g9(t) A

h(t) = e"tsint K/(t) = —etsint + e tcost = e (cost — sint) = e *(cost + cos(% +t))
en appliquant la formule cosp + cosq nous obtenons :

W (t) = 2cos(%)cos(t + et = V2 et cos(t+ %)

K/ (t) est du signe de cos(t + §)

tel0;a] t+5€(5; Edonck'(t)>0site0; Flet H'(2) <O0site(f; 7
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3.tef0; 7 t+FelF; 3 donccos(t+§)§32éet V2eos(t + %) <1

FO=g@) +H@t)=e"'(V2cost+%)—1) <0
La fonction f est strictement décroissante sur [0 ; ).
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g(0)=—1et K(0) =1 donc f/(0)=0

4. Calculons la valeur moyenne V de f sur [0 ; ]
V=21 f (et + e tsint)dt
L=[fetdt=[-e'f=1—€T"

I = [y e7tsint dt =
—t

du = e'dt u = —e

v = sint dv = costdt
Iy = (e sint+ [ e toot i = [ " cost

du = etdt u = —et

v = cost dv = —sintdt
I = [—e—tcost]g — Iy donc Iy = %(] 4+ e—r)

V= %(11 +L)= -21?(3 —e™ ™)

Exercice 2
1. L’espérance mathématique d’une somme de variables aléatoires est égale & la somme des espérances

mathématiques
E(R"y=E(R+ R') = E(R) + E(R’) = 300 donc E(R") = 300
2. Les variables aléatoires R et R’ sont indépendantes donc la variance de la somme est égale & la somme

des variances
V(R)=V(R+R)=V(R)+V(R) =02+ 02 =9+ 16 = 25 donc V(R") =25

3. La variable aléatoire R” suit une loi normale N (300 ; 5)
P(290 < R” < 305) = P (290;300 < Rnggoo < 305§300) - p (_2 < B30 ¢ 1) — 7(1) — m(~2) =
(1) — (1—m(2)) =7(1) +7(2) —1=0,8185




